(Sistemas de Coordenadas e Vetores na Fisica)

1 Sistemas de Coordenadas

Sistemas de coordenadas sao tteis para a descricao e resolucao de problemas
fisicos. Existem diversos sistemas de coordenadas de interesse pratico, o
ponto é escolher o sistema mais adequado para um determinado problema,
explorando vinculos e simetrias do problema particular.

O sistema de coordenadas mais comum é aquele que chamamos de Car-
tesiano ou Retangular. Nesse sistema lidamos com trés familias de planos
mutualmente perpendiculares: x = cont., y = cont. e z = cont.. Descreve-
mos qualquer ponto P nesse sistema de coordenadas como P = (x,, yp, 2p)
onde (xp, yp, 2,) 80 nlimeros que representam as coordenadas da interseccao
dos trés planos em P.

Podemos agora imaginar outras trés familias de superficies que nao pre-
cisam ser planos e que vamos considerar aqui como mutualmente perpendi-
culares !. Podemos descrever o mesmo ponto P em um novo sistema de co-
ordenadas descrito pelas superficies perpendiculares: ¢; = cont., ¢o = cont.
e g3 = cont.. Nesse caso podemos identificar o ponto também pela inter-
seccao dessas trés superficies, isto é, P = (qip, ¢2p, ¢3p)- Assim, em principio,
podemos escrever

r = x(q1,9,0),
= y(Q17Q2>Q3)7
z = z2(q1,q2,43) , (1)

de forma que temos como relacionar o sistema de coordenadas cartesiano
com um novo sistema de coordenadas curvilineo arbitrario.

'Essa condicao, que de fato é desnecesséria, é satisfeita para muitos sistemas de coor-
denadas de interesse fisico, por essa razao iremos adota-la aqui.



Exemplo 1: Coordenadas Polares

Quando o problema fisico puder ser reduzido efetivamente a duas di-
mensoes, podemos identificar um ponto P pelas coordenadas (z1,y;) no
sistema cartesiano e pelas coordenadas (r1,6;1) no sistema de coordenadas

polares definido por ¢; = r = const. e ¢ = 6 = const. de acordo com a
Fig. 1.
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Figura 1: Sistema de Coordenadas Polares
Aqui claramente a relagao entre os dois sistemas de coordenadas é dada

por:

T :$1(7’1,91) :r1c0801 (§] ylzyl(rl,ﬁl) :rlsin91.

Exemplo 2: Coordenadas Cilindricas



Podemos incluir mais uma dimensao no sistema de coordenadas polares
para definir P no espago tridimensional. Basta incluir g3 = z = const.. Nesse
caso a relagao entre o sistema de coordenadas cartesiano e cilindrico ¢ dada
por:

r=ux(r,0,z) =rcosf y=y(r,0,z)=rsinf e z=z,

ou seja, a coordenada z coincide nos dois sistemas.
Exemplo 3: Coordenadas Esféricas

H& um outro sistema de coordenada muito 1til em fisica quando a simetria
esférica pode ser utilizada de forma a simplificar o problema, é o chamado
sistema de coordenadas esférico. Aqui um ponto P descrito pelas coordena-
das (z,y, z) no sistema cartesiano é descrito por (r = Ry, ¢ = ¢1,0 = 6;) no
sistema de coordenadas esféricas definido pelas superficies ¢; = r = const.,
g2 = ¢ = const. e g3 = 6 = const., como pode ser visto na Fig. 2.

Figura 2: Sistema de Coordenadas Esféricas

Nesse caso a relagao entre o sistema de coordenadas cartesiano e esférico
¢ dada por:



x=ux(r,¢,0) =rcos¢gsind y=vy(r,¢,0) =rsingsind e z=z(r,¢,0)=rcosb,

2 Simetrias e Invariantes

Tomemos agora por simplicidade o sistema de coordenadas cartesiano bi-
dimensional. Considere as coordenadas de dois pontos P; = (z1,y1) e
P2 = (x2,y,) segundo um sistema de referéncia S. Considere agora um se-
gundo sistema de referéncia S’, cuja origem estd em (x = a,y = 0), segundo
o referencial S e de acordo com a Fig. 3. Nesse novo referencial P; = (2, 1)
e Py = (24,v)), onde
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Figura 3: Dois referenciais S e S’ transladados um do outro.

Vemos que embora as coordenadas dos pontos P; e Py sejam diferentes
nos dois referencias transladados, as quantidades



Ar'=xy—a) = —a—mi+a=0x ¢ Ay =yo—yy=p—y =4y

nao mudaram entre referenciais. Elas sao invariantes por translacao entre
referenciais. Dizemos que essas quantidades sao simétricas por translacao.

v

Figura 4: Dois referenciais S e S’ rodados de um angulo ¢.

Imagine agora que S’ seja um referencial rodado de um angulo ¢ com
relacao a S de acordo com a Fig. 4, mas com a mesma origem. Nesse caso
um ponto P que tem coordenadas (x1,y;) segundo o referencial S, tem co-
ordenadas (z,y]) segundo S’ com a magnitude

2 _ 2 2 2 2 2
MEX Y =20ty =17,

invariante nos dois referenciais. Se 6 é o angulo entre o eixo x e a reta que
une a origem a P, como mostra a Fig. 4, entao podemos escrever

x1 =11c080, Y1 = risind, (2)

) =ricos(f — ¢) = ri(cosfcos ¢+ sinfsing) = xycosg +y1sing  (3)

yy = r18in(f — @) = ri(sinf cos ¢ — cosfsing) =y, cosd — w1 sing  (4)



o que nos da a transformacao entre as coordenadas dos dois referenciais.

As leis da Fisica até onde sabemos hoje sao as mesmas sob translagao
e rotacao dos eixos de coordenadas, logo devem ter a mesma forma nos
referenciais S e S’. Isso vem do fato que o espago é homogéneo (todos os
pontos sdo equivalentes) e isotrépico (todas as dire¢oes sdo equivalentes).
Essas simetrias das leis da Fisica sao tao importantes que vamos usar uma
técnica matematica para explorar essas propriedades e deixar as equagoes
que definem leis Fisicas sempre com a mesma forma (covariantes) nos dois
referencias: a andlise vetorial. Uma das grandes vantagens da descrigao que
vamos discutir agora é que nao precisamos fazer mais uso de um sistema de
coordenadas especifico.

3 Escalares e Vetores

Do ponto de vista das transformagoes que discutimos (translacao e rotagao
entre referenciais) existem dois tipos de grandezas na Fisica (de fato existem
mais, mas vamos comegar com dois!): escalares e vetoriais.

Grandezas escalares sao definidas por um tnico valor numérico (magni-
tude) que é o mesmo (invariante) em S e S’; como é o caso dos comprimentos
r1 = r; do exemplo anterior. Exemplos de grandezas escalares sao compri-
mento, temperatura, volume, massa etc. KEssas grandezas nao mudam de
valor quando mudamos de um referencial S para um referencial S!

Grandezas vetoriais sao objetos geométricos independentes de sistemas
de coordenadas. Do ponto de vista geométrico, vetores sao um segmento de
linha direcionado, quantidades com magnitude, direcao e sentido. Exemplos
de grandezas vetoriais sao deslocamento, velocidade, aceleracao, forga etc.
Tradicionalmente representamos vetores por uma letra com uma seta ou por
uma letra em negrito, @ ou a.

Para descrever um vetor precisamos especificar um comprimento (mag-
nitude ou médulo) e uma diregdo. Assumiremos que translagdo paralela nao
muda um vetor. Logo dois vetores serao iguais se tiverem o mesmo modulo e
diregao. O comprimento de um vetor que chamamos de modulo é identificado
por barras verticais, i.e. o médulo de a é |a| ou simplesmente a.

Se o modulo de um vetor for 1, chamamos esse vetor de vetor unitario ou
versor. Designamos o versor paralelo a a por

a — a=uaa.
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a] a



Multiplicagao de um vetor por um escalar:

Se multiplicarmos um vetor a por um ntimero escalar a > 0, obtemos um
outro vetor ¢ = ava, onde ¢ é um vetor paralelo a a mas com um modulo «
vezes maior (ou menor) do que o de a. Assim

C aa a .
- — _:a7

é = = — =
e[ laal  a]

e |c| = a|al] . Vemos assim que se o < 0 a multiplicagao de um vetor por «
muda tanto o mdédulo como o sentido do vetor.

Adigao ou Subtracao de dois vetores:

Para adicionar os vetores a e b coloque a origem do primeiro na extremi-
dade do segundo a Fig. 5. Vemos quec=a+b=b+a

Figura 5: Soma dos vetores a e b.

Claramente a + (—a) = 0.
Produto escalar de dois vetores:

O produto escalar de dois vetores a e b é um escalar denotado por a-b
e definido por



a-b=|al|b| cosb,
onde 6 é o angulo entre os dois vetores segundo a Fig. 6. Vemos que |b| cos 6
é a projegao de b na direcao de a (ou |a| cosf a projecao de a na diregao
de b). Se a-b = 0 ent@o ou temos |a| = 0 ou |b| = 0 ou a e b s@o vetores
perpendiculares (§ = 7/2). Note que a-a = |a]2 = a®. E possivel mostrar
que o produto escalar de vetores ¢ distributivo, isto é, (a4+b)-c=a-c+b-c
(demosntre isso!).
Podemos obter a lei dos cossenos usando ¢ = a + b:

c-c = (a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b

> = d®+b+2a-b

= a’+b>+2ab cosd

= a’+b*+2ab cos(m — ¢)

= a*+b*—2abcos¢ (5)
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Figura 6: Angulos entre a e b.

Produto Vetorial entre dois vetores:

O produto vetorial entre dois vetores a e b é um vetor d. Denotamos d
por
d=axb

cuja magnitude é |d| = |a||b| sinf, onde # é o mesmo angulo da Fig. 6
(sempre menor ou igual a 7). Veja que o produto vetorial é nulo para 6 = 0
ou m, mesmo quando |a| e |b| ndo sdo nulos. Quando desenhamos a e b
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origem com origem, eles determinam um plano. Definimos a direcao de d
como perpendicular ao plano de a e b, cujo sentido é dado pela chamada regra
da mao direita (veja Fig. 7. Claramente a x b= —-b xaelogoaxa =20

qualquer que seja a.

— — —
Ax B=C
Figura 7: Regra da mao direita para o produto vetorial.

Até agora definimos vetores e suas propriedades de forma independente
de sistemas de coordenadas. Podemos descrevé-los também em sistemas de
coordenadas particulares. Vemos na Fig. 8 que o vetor deslocamento da
origem até o ponto P, r, pode ser descrito em termos de sua componentes
no sistema de referéncia S ou no sistema de referéncia S’. Note que o vetor
é sempre o0 mesmo, sua decomposicao em componentes que é diferente!

No sistema de referéncia S podemos escrever

r:x1i+y1j7

onde i e j sao os versores na direcao dos eixos = e y, respectivamente. No
sistema de referéncia S’, rodado de um angulo ¢ relativamente a S, Vamos
decompor o mesmo vetor r nas direcoes perpendiculares dos eixos z’ e ¥
cujos versores respectivos sao i’ e j, logo

I st I st
r=r1+yJ,
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Figura 8: Descrigao do vetor deslocamento r em S e S, dois sistemas de
referéncia rodados um em relagao ao outro de um angulo ¢.

onde
2 . . . N 2. s 2 e . s s 2 2
ror=7"=(@it+ty]) (wityp])=a7i-i+yj-j+2mpi-j=a7+y;,

poisi-i=j-j=1ei-j=0. O mesmo vale para o sistema de referéncia
S’ assim r? = 22 + y2 também, explicitamente invariante por rotacao do
sistema de coordenadas, como deveria ser.

As relagoes entre x1, yi, e o) e y; sdo as mesmas dadas pela Eq. (3) e
Eq. (4), claramente também temos que

i" =cosgi+singj, j=—singi+cosdj,
de forma que

i’ i=cos¢p, i-j=sing e j-i=—sing, j-j=coso.
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