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Lista de Exercicios VI

Ondas gravitacionais

1. Considere a seguinte pertubagao do espago-tempo:

h,uu - _<a,u<1/ + 8V</J)7

com
_ —ik-x 2
Cu = cue , k= = 0.

Quanto vale o tensor de Riemann? Qual a interpretacao deste resul-
tado?

2. Considere uma onda gravitacional em movimento na direcao z posi-
tiva. Como transformam as polarizagoes hyx e hy ao aplicarmos uma
rotagdo de um angulo ¢ entorno di eixo z? (Dica: lembre-se como
as rotagoes em trés dimensoes atuam em tensores). O mesmo cdlculo
pode ser repetido para o 4-potencial A, do eletromagnetismo. Quais
as diferencas respeito ao caso das ondas gravitacionais?

3. Considere a acao de Fierz-Pauli

1 1 1 , 1
Spp= =5 [ d's {—Z(aph,w)? + 5Ol 0" W+ 0, hO"h
1
— 50 Oyl + hu,,T‘“’} ,

onde h = W' é o trago da perturbagao da métrica. Calcule as equagoes
de movimento para h,, e mostre que o resultado ¢ precisamente aquele
obtido linearizando as equacoes de Einstein.

4. Considere a onda gravitacional gerada por um sistema binario,

2tyer)  sin(2wtpe) 0

- 2GM 2R2 COS( ret ret

hij = ——w sin(2wtret) - COS(2wtr6t> 0
T 0 0 0

Calcule todas as outras componentes de BW no gauge TT.
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Espagos maximamente simétricos
(Dica: para resolver os exercicios seguintes, use o programa que vocé desen-
volveu nas listas antecedentes para o calculo simbdlico do tensor de Ricci)

1. Mostre que o espago-tempo de Schwarzschild NAO E maximamente
simétrico;

2. E verdade que o espago-tempo de Kerr (isto é, gerado por um buraco
negro com momento angular) é maximamente simétrico?

3. Vimos nas aulas que o escalar de Ricci de uma esfera 3-dimensional é

dado por

6
R:—Q,

a

onde a é o raio da esfera definito por z2 + y? + 22 + t? = a®. Mostre

que este resultado é verdadeiro;

4. Repita o exercicio do item antecedente para o caso da hipérbole 3-
dimensional definida por x? + y? + 22 — t? = a?

Cosmologia

1. Quanto vale o escalar de Ricci para a métrica FRW escrita em termos
das coordenadas comoventes “esféricas” (7,0, ¢),

di?

2 .2 2
ds® = dt° — a(t) -

+ 72 (cl92 + sin® ¢9d902) ?

2. Mostre explicitamente que a parte espacial da métrica de FRW pode
ser escrita em coordenadas cartesianas como

X2

9 = 0y — Mo

3. A expressao para a pressao de um sistema de particulas é dada por

onde p, e E, sao o 3-momento e a energia da particula a. Vamos agora
mostrar que a expressao p?/(3E,) corresponde, de fato, a uma pressao:
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a)

Considere varias particulas em movimento ao longo da diregao
horizontal. Algumas delas espalham numa parede de forma com-
pletamente elastica. Quantas particulas espalham na parede por
unidade de tempo? Expresse seu resultado em termos do momento
das particulas na situacao idealizada em que todas as particulas
estao em movimento com a mesma velocidade. Considere também
isotropia no movimento (isto é, tantas particulas estao em movi-
mento em um sentido quantas no sentido oposto);

Por definicao, a pressao é dada pela variagao do momento na
direcao horizontal por unidade de tempo e de superficie. Dada
a situacao do item antecedente, quanto vale a pressao na parede?

Use agora a isotropia na forma p? = p?/3 (onde p; denota qual-
quer uma das componentes do momento) para derivar o resultado
desejado p = p?/(3E).

4. Em Cosmologia, o conteido de matéria do universo ¢ modelado como
um fluido perfeito, ou seja, seu tensor de energia-momento é

™ = —pg" + (p + p)uru”.

onde U* = (1,0,0,0). Além disso, temos uma equacao de estado dada
por p =w

a)

b)

Usando este modelo na métrica FLRW, use as equagoes de Ein-
stein para encontrar as equagoes de Friedmann, que descrevem a
evolucao do fator de escala.

Mostre que, para particulas ultra-relativisticas (radiagao), temos
w = 1/3 e para particulas nao relativisticas (poeira), w = 0.
Use as expressoes para densidade de energia e pressao derivadas
anteriormente.

Conclua dos itens anteriores que um universo apenas com poeira
e radiacao nao pode ter expansao acelerada.
Mostre que Ly, = —# gera um tensor de energia momento com

w = —1. A é chamada de constante cosmoldgica. E facil ver
pelo item anterior que um termo deste tipo gera uma expansao

!Para uma motivacio desse modelo de fluido perfeito, veja www.youtube.com/watch?
v=fRxGsRN2rV4
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acelerada do universo. Chamamos esse tipo de matéria de energia
escura e esta corresponde a 75% da energia total do universo.

Mostre como as respectivas densidades de cada tipo de matéria
evoluem com o fator de escala (Dica: use que o tensor de energia-
momento é covariantemente conservado). Em especial, mostre que
a energia escura tem densidade constante ao longo da evolucao do
universo.

Primeiro Semestre — 2022



