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Lista de Exercicios IIII

Mais eletromagnetismo

1. A energia de uma particula nao relativistica em um campo eletro-
magnético pode ser calculada usando a equagao usual para a Hamilto-
niana, H = p's; — L. Qual é a expressao explicita para tal energia em
termos da velocidade da particula? Quanto vale a mesma expressao
escrita em termos do momento conjugado?

2. Considere uma particula de carga elétrica e em um referencial onde o
campo eletromagnético aparece como um campo puramente magnético
uniforme e constante (claramente, essa é uma idealizagao véalida ape-
nas em regioes pequenas do espago, mas ignoraremos este detalhe).
Consideramos os eixos orientados de forma que B = Be,.

Mostre que, usando a expressao relativistica da “energia de movi-
mento” Ey;, = my onde v = (1 —v?)~Y/2, a derivada temporal da

energia vale

=V - —
dt dt’

Use a expressao acima e a expressao para dp/dt em um campo ele-

tromagnético para estabelecer que, no caso do campo magnético

constante e uniforme considerado, a energia de movimento se con-

serva,

Usando a questao antecedente: quanto vale a energia total da
particula no caso considerado?

Escreva agora as equagoes de movimento para a particula no
campo B constante em termos da velocidade da particula mesma
(dica: é conveniente usar a expressao da velocidade em termos do
momento e da energia relativistica);

Resolva as equagoes de movimento em termos de condicoes iniciais
genéricas;

Considere agora o referencial inercial K’ que estd em movimento
com velocidade V respeito ao referencial no qual o campo ele-
tromagnético é puramente magnético. Quanto valem os campos
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elétrico e magnético em K'? Faca o cdlculo usando primeiro o ten-
sor F),, e depois o 4-potencial A,,, verificando que os resultados
obtidos sao os mesmos.

i)

Campos classicos

1. Como mencionamos nas aulas, a acao de uma teoria de campo geral
©(x) é definida por

S— / L(p(x), 0p(z), ),

one () é uma certa regiao do espaco-tempo de Minkowski. Como no
caso de sistemas mecanicos, as equagoes de movimento (ou equagoes de
Euler-Lagrange) podem ser calculadas usando variagoes infinitesimais

() = p(x) + 0p(z),

onde dp(z) é uma fungdo arbitraria que se anula na fronteira de €.
Mostre que, ao requisitarmos que a variagao da agao seja nula e usando
oportunas integracoes por partes, as equagoes de movimento obtidas

S0 or or
9L _ 5 9% .
890 “3(5%0)

2. Considere um campo escalar ¢(z):

e Quantos termos invariantes de Lorentz podem ser escritos na acao
do campo com, no maximo, duas derivadas? Quantos sao inde-
pendentes depois de aplicar, se necessario, integragoes por partes?

e Considerando o item antecedente, escreva a agao mais geral para o
campo ¢ que seja invariante de Lorentz e que contenha no maximo
duas poténcias do campo e duas derivadas;

e (Calcule as equacoes de Euler-Lagrange;

e Considere agora uma transformacao infinitesimal x# — z#+&H(x).
Qual a condigao que os parametros £#(z) devem satisfazer para
deixar a agao invariante?

e Usando os resultados do item antecedente, calcule o tensor energia-
momento do campo escalar ¢ e o tensor momento angular.
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3.

Considere o campo eletromagnético F,. Calcule explicitamente as
componentes do tensor energia momento.

Nas aulas definimos o tensor momento angulas do eletromagnetismo

como
MPoH = PO — 20T P,

O tensor (densidade de) momento angular de uma particula, por outro
lado, é
Mp? = (aop” —a"p),

onde p® é o 4-momento.

e Mostre que a densidade de momento angular para um sistema de
particulas pode ser escrito como

poLL _ prOpl orppp
Mp™" = afTyp Ty,

onde TH” é o tensor energia-momento da particula;

e Mostre que, dada a conservacao da soma entre o tensor energia-
momento do campo eletromagnético e das particulas, é verdade
que

pop POy __
Op(MPH + ME™H) = 0.

Gravidade em relatividade

1.

Considere um referencial K’ em movimento uniformemente acelerado
com aceleracao a = ae,. Quanto vale o elemento de linha relativistico
nas coordenadas do referencial K'?

Mostre que os simbolos de Christoffel FZB nao sao tensores de tipo
(1,2). [Dica: use a definicao dos simbolos de Christoffel em termos
do tensor métrico e as transformacgoes do tensor métrico]. A mesma
conclusao vale quando o célculo é feito com tensores Newtonianos?

. Usando o Wolfram Mathematica ou o Python, crie um programa que

calcule os simbolos de Christoffel dadas as coordenadas e o tensor
métrico.

Usando o programa da pergunta antecedente, calcule os simbolos de Ch-
ristoffel para o espaco euclidiano R* descrito em coordenadas esféricas
e cilindricas.
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d.

10.

Calcule agora os simbolos de Christoffel para uma esfera em 3 di-
mensoes. Quais as coordenadas que deixam o calculo mais simples?
Qual a métrica a ser usada?

Nas aulas afirmamos que a acao

Salt = /dTgW,j;”jjy,

com a condigao g, dr"dz” = 1, pode ser usada para calcular a equagao
da geodésica. Mostre que as equacoes de Euler-Lagrange de Sy cor-
respondem exatamente as equacoes do movimento achadas nas aulas.

Quais as simetrias da acao Sy;; definida acima? E verdade que as cargas
de Noether calculadas usando S,;; sao as mesmas ja calculadas usando a
acao relativistica usual? Use algum exemplo concreto para se convencer
que quanto afirmado é verdade;

Calcule as equacoes de Maxwell em relatividade geral.

Usando Wolfram Mathematica ou Python, crie um programa que cal-
cule o tensor de Riemann dadas as coordenadas e a métrica do espaco.
Tome cuidado em verificar que as propriedades de simetria sejam res-
peitadas.

Use o programa que voceé criou na questao antecedente para calcular o
tensor de Riemann para o espaco R?® descrito em coordenadas cartesi-
anas, esféricas e cilindricas e para a esfera em 3 dimensoes.

Acao de Einstein-Hilbert (1)

1.

2.

Escreva a agao de Einstein-Hilbert em unidades nas quais ¢ # 1.

Calcule o tensor energia-momento de um campo escalar usando a de-
finicao
oL

TH = —g" [ — 2 .
0w
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