Métodos da Fisica Tedrica Lista de Exercicios V 1

Lista de Exercicios IVI

1. Dado um tensor 7' = 770, ® dz® ® 9, qual a operacio que permite
de calcular T e T,5,?

2. Considere o espago-tempo de Minkowski com tensor metrico
g = diag(+1,—-1,—-1,—1).

Dado um vetor V' de componentes V* = (a,b, ¢,d)”, calcule as compo-
nentes da tnica 1-forma associada ao vetor V.

3. Uma variedade é merqulhada quando é subvariedade de R™ (para algum
n). Nesse caso, é possivel definir o elemento de linha d/ e por

ds* = d(" - dl = g, datda.

(a) Calcule quanto vale o tensor metrico g, para um esfera de di-
mensao 2 mergulhada em R3;

(b) Dado um vetor V* = (a(f, ¢), 8(6,¢))T, calcule as componentes
da 1-forma associada.

4. Dada uma mudanca de coordenadas z — z'(x), vimos que os elementos
dos vetores e das 1-formas transformam de acordo com

ox'™ ox®
Il B !
Vi = o9z 0 YT gt
(a) Quanto vale
oz’ 0xP B
0xP Oz

(Sugestao: use a regra da cadeia.)

(b) Usando o resultado do item (a), mostre que as combinagoes
VEW,,  T,V*W?Y,

sdo invariantes para mudanga de coordenadas (ou seja, V’“WL =
VHW, etc.).
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(c) Usando o resultado do item (b) deduzir que todas as combinagoes
de tensores com indices contraidos (ou seja, somados) sdo invari-
antes para mudanca de coordenadas.

5. Considere um tensor simétrico S,,, = S,, e um tensor antisimétrico

A, =—A

07 vy

(a) Mostre que os tensores S* e AM sao simétrico e antisimétrico,
respetivamente;

(b) Mostre que S, A" = 0.

6. Usando a identificacao do elemento de volume de R3 com d®z = dz A
dy A dz, calcule o elemento de volume em coordenadas esféricas.

7. Uma esfera unitdria em R™, S™ = {(a!,2%,...,2") € R"|(a')* + ... (2")? = 1},
pode ser descrita em coordenadas esféricas usando uma coordenada ra-
dial r e ¢1, ..., ¢,_1 angulos da forma seguinte:

' = rcos(¢)

x? 7 sin(¢1) cos(¢z)
1® = rsin(¢y)sin(¢s) cos(@s)

x”_i = rsin(¢y)...sin(¢n_2) cos(¢n_1)

™ = rsin(¢r)...sin(¢,_2)sin(p, 1)
Quanto vale o elemento de volume de R* e R em coordenadas esféricas?

Exercicios optativos
1. Considere uma 0-forma ¢. Calcule explicitamente d?¢.

2. Dado um campo vetorial V' = (v, v? v3)T, podemos associar uma 1-

forma
(1)

Wy = vz,
e uma 2-forma
wg) = vrdz?® A dx® — v?dat A dx? + v3dat A da?.

Mostre que dw‘(/l) ¢ associada com rotV e que dwg) ¢ associada com
divV.
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