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Lista de Exerćıcios IV

1. Dado um tensor T = Tα γ
β ∂α ⊗ dxβ ⊗ ∂γ, qual a operação que permite

de calcular Tαβγ e Tαβγ?

2. Considere o espaço-tempo de Minkowski com tensor metrico

gµν = diag(+1,−1,−1,−1).

Dado um vetor V de componentes V µ = (a, b, c, d)T , calcule as compo-
nentes da única 1-forma associada ao vetor V .

3. Uma variedade é mergulhada quando é subvariedade de Rn (para algum
n). Nesse caso, é posśıvel definir o elemento de linha d` e por

ds2 = d`T · d` ≡ gµνdx
µdxν .

(a) Calcule quanto vale o tensor metrico gµν para um esfera de di-
mensão 2 mergulhada em R3;

(b) Dado um vetor V µ = (α(θ, φ), β(θ, φ))T , calcule as componentes
da 1-forma associada.

4. Dada uma mudança de coordenadas x→ x′(x), vimos que os elementos
dos vetores e das 1-formas transformam de acordo com

V ′α =
∂x′α

∂xβ
V β, ω′µ =

∂xα

∂x′µ
ωα.

(a) Quanto vale
∂x′α

∂xβ
∂xβ

∂x′γ
=?

(Sugestão: use a regra da cadeia.)

(b) Usando o resultado do item (a), mostre que as combinações

V µWµ, TµνV
µW ν ,

são invariantes para mudança de coordenadas (ou seja, V ′µW ′
µ =

V µWµ etc.).
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(c) Usando o resultado do item (b) deduzir que todas as combinações
de tensores com ı́ndices contraidos (ou seja, somados) são invari-
antes para mudança de coordenadas.

5. Considere um tensor simétrico Sµν = Sνµ e um tensor antisimétrico
Aµν = −Aνµ.

(a) Mostre que os tensores Sµν e Aµν são simétrico e antisimétrico,
respetivamente;

(b) Mostre que SµνA
µν = 0.

6. Usando a identificação do elemento de volume de R3 com d3x ≡ dx ∧
dy ∧ dz, calcule o elemento de volume em coordenadas esféricas.

7. Uma esfera unitária em Rn, Sn = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn|(x1)2 + . . . (xn)2 = 1},
pode ser descrita em coordenadas esféricas usando uma coordenada ra-
dial r e φ1, . . . , φn−1 ângulos da forma seguinte:

x1 = r cos(φ1)
x2 = r sin(φ1) cos(φ2)
x3 = r sin(φ1) sin(φ2) cos(φ3)

...
xn−1 = r sin(φ1) . . . sin(φn−2) cos(φn−1)
xn = r sin(φ1) . . . sin(φn−2) sin(φn−1)

Quanto vale o elemento de volume de R4 e R5 em coordenadas esféricas?

Exerćıcios optativos

1. Considere uma 0-forma φ. Calcule explicitamente d2φ.

2. Dado um campo vetorial V = (v1, v2, v3)T , podemos associar uma 1-
forma

ω
(1)
V = vidx

i,

e uma 2-forma

ω
(2)
V = v1dx2 ∧ dx3 − v2dx1 ∧ dx3 + v3dx1 ∧ dx2.

Mostre que dω
(1)
V é associada com rotV e que dω

(2)
V é associada com

divV .
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