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Lista de Exerćıcios IV

1. Como vimos nas aulas, as componentes contravariantes e covariantes de
um vetor possuem regras de transformação bem definidas sob mudanças
de coordenadas. Por outro lado, vimos também que a contração com o
tensor métrico converte componentes contravariantes em componentes
covariantes e vice-versa. Mostre com um cálculo expĺıcito que:

(a) a contração gµνv
ν transforma como as componentes covariantes de um

vetor;

(b) a contração gµνvν transforma como as componentes contravariantes de
um vetor.

2. Considere o delta de Kronecker δµν em três e quatro dimensões. Como
transforma para uma transformação geral de coordenadas?

3. Considere o śımbolo de Levi Civita em três dimensões (εijk, com i, j, k =
1, 2, 3) e em quatro dimensões (εµνρσ com µ, ν, ρ σ = 1, . . . , 4). Mostre
que a transformação para um sistema geral de coordenadas envolve o
determinante da transformação Jacobiana.

4. O tensor métrico no espaço de Minkowski usado em relatividade espe-
cial é dado por

(gµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

.
(a) Dado um vetor de componentes contravariantes (vα) = (v0, v1, v2, v3),

quanto valem as componentes covariantes (vα)?

(b) Quanto vale o tensor métrico inverso (gαβ)?

(c) Quanto vale o tensor métrico ”misto”(gαβ)?

(c) Dados dois vetores cujas componentes contravariantes são (vα) = (v0, v1, v2, v3)
e (wα) = (w0, w1, w2, w3), quanto vale o produto escalar definido pela
métrica? É verdade que tal produto escalar é definido positivo?
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5. Considere o espaço euclidiano R3. Calcule o tensor métrico em coor-
denadas esférica e ciĺındricas. Qual a matriz (gαβ) do tensor métrico
obtida em coordenadas genéricas?

6. Considere uma distribuição de massa ρ(~r) em movimento. O momento
angular total deste sistema é dado por

~L =

∫
dV ρ(~r)(~r× ~v),

onde dV é o elemento de volume e ~v é a velocidade de cada ponto.
Usando que ~v = ~r×~ω, sendo ~ω a velocidade angular referente à origem,
mostre que as componentes do momento angular podem ser escritas
como

Li = Iijωj,

com Iij o tensor momento de inércia. Determine Iij para uma distri-
buição arbitrária ρ.

7. Considere o tensor de energia-momento eletromagnético dado por

T µν = F µ
αF

αν − 1

4
ηµνFαβF

αβ,

sendo

(ηµν) =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


a métrica do espaço e

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

o tensor de Maxwell.

Mostre que:

(a) T µν é um tensor simétrico;

(b) T µµ=0;
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(c) ∂µT
µν = 0. Para tal, use que

∂µF
µν = 0,

∂αFµν + ∂µFνα + ∂νFαµ = 0.

8. Considere um espaço n-dimensional e

V = εµ1···µnω
µ1···µn ,

com ωµ1···µn um tensor de rank n e εµ1···µn o śımbolo de Levi-Civita
n-dimensional.

(a) Como se transforma V sob uma transformação geral de coordenadas?
Em quais casos ele permanece invariante?

(b) Se gµν é a métrica deste espaço, como se transforma det(gµν) sob uma
transformação de coordenadas?

(c) Qual combinação de V e det(gµν) é sempre invariante sob transformações
de coordenadas?

9. [Derivada covariante] Considere um campo tensorial (vb)(x) que de-
pende da posição. Vamos agora introduzir a ideia de derivada covari-
ante.

(a) Considere a derivada ∂vb/∂xa ≡ ∂av
b, onde (vb) é um campo tensorial

(1, 0). Como transforma esse objeto aplicando uma transformação de
coordenadas (xa)→ (qa)? É um tensor (1, 1) como os ı́ndices sugerem?

(b) Os śımbolos de Christoffel Γabc são definidos de acordo com

Γabc =
1

2
gad (−∂dgbc + ∂cgbd + ∂bgcd) .

Como transforma esse objeto aplicando uma transformação de coorde-
nadas (xa)→ (qa)?

(c) A derivada covariante é definida por

∇av
b ≡ ∂av

b + Γbacv
c.

Mostre que é um tensor (1, 1).
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10. [Aplicação da derivada covariante] Vamos agora ver por que a
derivada covariante é útil. Considere um campo tensorial (vb)(x) em
duas dimensões (i.e. b = 1, 2) completamente na direção radial.

(a) Quais as componentes de tal campo em coordenadas polares?

(b) Quanto valem as derivadas ∂av
b calculadas respeitos às coordenadas

polares? O resultado que você está achando faz sentido à luz de quanto
vimos no terceiro módulo do curso? (Sugestão: preste atenção no que
acontece na derivada respeito à coordenada θ. As coordenadas de um
vetor em coordenadas polares dependem ou não do ângulo?)

(c) Calcule os śımbolos de Christoffel em coordenadas polares;

(d) Usando os resultado do item antecedente, calcule a derivada covariante
aplicada ao campo vetorial considerado nos itens anteriores. Mostre
que agora a derivada respeito à coordenada angular faz sentido.

11. Seja

gµν =


1 + 2φ 0 0 0

0 −1 + 2φ 0 0
0 0 −1 + 2φ 0
0 0 0 −1 + 2φ


a métrica de um espaço 4-dimensional, onde x0 = t é a coordenada
temporal e xi, i = 1, 2, 3 são as coordenadas espaciais.

Considere também que φ(~x, t)� 1.

(a) Calcule a métrica inversa.

(b) Calcule os śımbolos de Christoffel.

(c) A equação que descreve o movimento de uma part́ıcula de massa m
neste espaço é

d2xµ

dτ 2
+ Γµαβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0,

sendo Γ os śımbolos de Christoffel e τ ' t. Determine a partir da
equação acima a equação diferencial satisfeita por xi.
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