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Lista de Exercicios IVI

1. Como vimos nas aulas, as componentes contravariantes e covariantes de
um vetor possuem regras de transformacao bem definidas sob mudangas
de coordenadas. Por outro lado, vimos também que a contracao com o
tensor métrico converte componentes contravariantes em componentes
covariantes e vice-versa. Mostre com um calculo explicito que:

(a) a contragdo g,,v” transforma como as componentes covariantes de um
vetor;

(b) a contragao g"v, transforma como as componentes contravariantes de
um vetor.

2. Considere o delta de Kronecker 6% em trés e quatro dimensoes. Como
transforma para uma transformacao geral de coordenadas?

3. Considere o simbolo de Levi Civita em trés dimensoes (€, com 4, j, k =
1,2,3) e em quatro dimensoes (€4, com p,v,po =1,...,4). Mostre
que a transformacao para um sistema geral de coordenadas envolve o
determinante da transformacao Jacobiana.

4. O tensor métrico no espaco de Minkowski usado em relatividade espe-
cial é dado por

1 0 0 0
o =1 0 o0
) =10 o -1 0
00 0 -1

(a) Dado um vetor de componentes contravariantes (v*) = (v°, v, v? v3),

quanto valem as componentes covariantes (v,)?
(b) Quanto vale o tensor métrico inverso (g*?)?

(¢) Quanto vale o tensor métrico "misto” (g%)?

(c) Dados dois vetores cujas componentes contravariantes sao (v*) = (v°, v!, v?, v?)

e (w*) = (w°, w', w? w?), quanto vale o produto escalar definido pela

)

métrica? E verdade que tal produto escalar é definido positivo?
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5. Considere o espaco euclidiano R3. Calcule o tensor métrico em coor-
denadas esférica e cilindricas. Qual a matriz (g,3) do tensor métrico
obtida em coordenadas genéricas?

6. Considere uma distribui¢ao de massa p(7) em movimento. O momento
angular total deste sistema é dado por

E:/dv o) (7 % 7).

onde dV é o elemento de volume e v é a velocidade de cada ponto.
Usando que v = 7" X &, sendo & a velocidade angular referente a origem,
mostre que as componentes do momento angular podem ser escritas
como

Li = ]Z-jwj,

com [;; o tensor momento de inércia. Determine I;; para uma distri-
buicao arbitraria p.

7. Considere o tensor de energia-momento eletromagnético dado por

1
T = PP = 21" FopF??,

sendo
1 0 0 0
0 -1 0 0
(AN
=10 o -1 o
0 0 0 -1

a métrica do espaco e

o tensor de Maxwell.

Mostre que:
(a) T" é um tensor simétrico;

(b) TH=0;
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(c)

8.

0,T" = 0. Para tal, use que
0" =0,
OulFyy + 0 Fpa + 0,F,, = 0.
Considere um espago n-dimensional e
V =€ p

com wH ™ um tensor de rank n e €,,..,, 0 simbolo de Levi-Civita
n-dimensional.

Como se transforma V' sob uma transformacao geral de coordenadas?
Em quais casos ele permanece invariante?

Se g, € a métrica deste espaco, como se transforma det(g,,) sob uma
transformacao de coordenadas?

Qual combinacao de V' e det(g,, ) é sempre invariante sob transformacoes
de coordenadas?

[Derivada covariante] Considere um campo tensorial (v°)(x) que de-
pende da posi¢ao. Vamos agora introduzir a ideia de derivada covari-
ante.

Considere a derivada 0v’/0x% = 9,0°, onde (v®) é um campo tensorial
(1,0). Como transforma esse objeto aplicando uma transformacao de
coordenadas (z%) — (¢%)? E um tensor (1, 1) como os indices sugerem?

Os simbolos de Christoffel I';,, sao definidos de acordo com

1
o= 3 9" (—0agse + OeGoa + Oogea) -

Como transforma esse objeto aplicando uma transformacao de coorde-
nadas (z%) — (¢*)?

A deriwada covariante é definida por
Vo’ = 0,0° + T v°.

Mostre que é um tensor (1,1).
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10.

11.

[Aplicagcao da derivada covariante] Vamos agora ver por que a
derivada covariante ¢ 1til. Considere um campo tensorial (v°)(x) em
duas dimensoes (i.e. b = 1,2) completamente na dire¢ao radial.

Quais as componentes de tal campo em coordenadas polares?

Quanto valem as derivadas 9,v" calculadas respeitos as coordenadas
polares? O resultado que voce esta achando faz sentido a luz de quanto
vimos no terceiro médulo do curso? (Sugestao: preste aten¢ao no que
acontece na derivada respeito a coordenada 6. As coordenadas de um
vetor em coordenadas polares dependem ou nao do angulo?)

Calcule os simbolos de Christoffel em coordenadas polares;

Usando os resultado do item antecedente, calcule a derivada covariante
aplicada ao campo vetorial considerado nos itens anteriores. Mostre
que agora a derivada respeito a coordenada angular faz sentido.

Seja
1+26 0 0 0
| oo —1420 0 0
I =1 0 —1+426 0
0 0 0 —1+2¢

a métrica de um espago 4-dimensional, onde zy = ¢t é a coordenada
temporal e x;, ¢ = 1,2, 3 sao as coordenadas espaciais.

Considere também que ¢(Z,t) < 1.
Calcule a métrica inversa.
Calcule os simbolos de Christoffel.

A equacao que descreve o movimento de uma particula de massa m
neste espago ¢é

d2zH , dz® d2?

dr2 + Bdr dr
sendo I' os simbolos de Christoffel e 7 ~ ¢. Determine a partir da
equacao acima a equacao diferencial satisfeita por z°.
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