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Lista de Exercicios III

1. Usando as técnicas desenvolvidas nas aulas, resolva a equacao do mo-
vimento do oscilador harmonico simples.

2. A equagao diferencial para a carga no capacitor de um circuito RLC
em corrente alternada é

Q(t) +7vQ(t) + w2Q(t) = & cos(wt).

Calcule a soluc¢ao em fungao das condigoes iniciais Q(0) = Qp, Q(0) =
1y.

3. A forca de Lorentz pode ser escrita em forma vetorial como
F=¢qE+¢v xB,

onde ¢ é a carga elétrica da particula, E o campo elétrico e B o campo
magnético, ambos constantes.

(a) Escreva a forga de Lorentz em componentes usando a forma com
indices e com as coordenadas (z,y, z) explicitamente;

(b) Resolva a equagao do movimento para condigoes iniciais genéricas;

(c) Qual a solucao que satisfaz x(0) =0 e v(0) = vy é,7

4. Um projétil é disparado com um angulo 6 respeito a dire¢ao horizontal
e com uma velocidade vy. Considerando a forca de resisténcia do ar,

—

Fres = —av,
sendo U a velocidade, determine a trajetoria de movimento do projétil.

5. Considere o plano inclinado da Figura 1, com atrito estatico normal.
O angulo do plano muda de acordo com 6(t) = at, onde « é constante.
Encontre a solucao das equagoes de movimento.

6. Uma particula em uma dimensao estd sujeita a um potencial gravita-
cional,

k

5
ZL'Z

V(z)=—
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Y

Figura 1: Plano inclinado com angulo varidvel.

sendo k£ uma constante com unidades apropriadas. Determine a equacgao
de movimento para a particula e ache a solugao. (Dica: pode ser con-
veniente usar a conservagao da energia.)

7. Resolva a equacao de Airy

y'(2) —2y(z) = 0,

a qual aparece na resolucao do problema de autovalores de uma particula
num potencial linear na Mecanica Quantica. Para quais valores de z
ela converge?

8. Um corpo de massa m estd conectado a um péndulo simples de com-
primento L.

(a) Escreva as equagoes de movimento para as duas componentes (z, y)
(escolhidas oportunamente);

(b) Escreva as mesmas equagoes de movimento em coordenadas pola-
res no plano;

(c) Desenhe o diagrama de fase da equagao na dire¢ao tangente a tra-
jetoria;
(d) Quais as posigoes de equilibrio estavel? E instével?

9. Desenhe o diagrama de fase de um corpo que sente um potencial (em
uma dimensao)
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Figura 2: Osciladores acoplados.

10. Considere o sistema de osciladores harmonicos acoplados da Figura 2.
(a) Calcule a equacao do movimento do sistema, considerando z; = 0
e r9 = 0 como posicoes de equilibrio;
(b) Escreva a equagao do movimento como sistema de equagoes dife-
renciais da primeira ordem;

(c) Resolva o sistema de equagoes diferenciais.

11. Considere um modelo de decaimento radioativo dado pela equagao de
Bateman: .
Tomando que A\g = Ny(t) = 0, encontre a solugdo para Ni(t), No(t) e
N3(t) com condigoes iniciais arbitrarias:

Nl(O) — N10
NQ(O) = NQO
Ng(O) - N30

12. Ao nivel quantico, um oscilador harmoénico pode ser descrito pelas se-
guinte equagao diferencial

Hip(z) = Ey(x),

onde F é a energia do sistema e

1 d\? mw?
H=—(—ih— 2
Qm( Zhdx) * 5 "
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(b)

Escreva explicitamente a equagao diferencial satisfeita por ¢(x). Esta
equagao caracteriza um problema de Sturm-Liouville? Se sim, reescreva-
o na forma canonica.

Considere as variaveis adimensionais dadas por

peby, by, _mEE_E
- “Vow T T T

Use as defini¢oes acima para encontrar a equagao diferencial satisfeita

por ¢ (y).

Tome y — +o00 e conclua que neste limite a equacao diferencial é
satisfeita por

b(y) ~ e, Wly) ~ el

Por razoes fisicas, apenas a primeira solucao acima é valida.

Levando o resultado do item anterior em conta, é razoavel escrever a
solucao completa como

U(y) = uly)e ™/,

onde u(y) é uma fungao arbitréria a ser determinada. Qual a equagao
diferencial satisfeita por u(y)?

Utilizando o método de Frobenius, isto é, escrevendo u(y) como uma

série de poteéncias,
[o.¢]

u(y) =Y eay”,
n=0

encontre a relacao de recursao para os coeficientes c,,.

H& algum problema com as relagoes de recursao encontradas no item
anterior?

Para resolver o problema encontrado no item anterior, é necessario trun-
car a série de poténcias. Que condicao é necessaria impor sobre F, a
energia do sistema, para que isso aconteca? Quais sao as consequéncias
fisicas?
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13.

Considere o operador de Sturm-Liouville na sua forma nao-canonica:

d2

S+ BE) 1 ()

Z = a(x) e

com «, 3 e« fungoes reais. Além disso, tome o produto interno entre
duas fungoes f e g com peso w(x) > 0 sendo

(Flg), = / " de f@)g(e)ula)

o0

(Note que aqui estamos considerando fungoes f definidas em todo o
espaco e que devem satisfazer

+oo
U1h,= [ deli@Pul) <.
ou seja, que sao integraveis em [—o0, 00].)

Usando a condicao de hermiticidade de &, isto é,

(Zf19) = 1Ly

mostre que
+oo

T
(wa) = wp.
Desta forma fica evidente que a escolha do peso w(x) é crucial para
garantir que .Z seja hermitiano.

Com a segunda condicao obtida em (a), determine w(x) em termos de
a e (. Dica: resolva para wa.

Considere agora o problema de Sturm-Liouville dado por
Z Qn = Aan

onde @, (x) é um polinémio de grau n e A\, o autovalor correspondente.
Neste caso, qual a forma mais geral que as fungoes «, 5 e v podem ad-
mitir? B possivel que [ seja identicamente nula sem violar as condigoes
de hermiticidade?
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(d) Um caso particular da situacao descrita em (c) é definido por

a(x) =1,
B(x) = Bor,
(x) =0,

com [y < 0 um nuimero real. Determine para este caso o peso w
adequado usando o resultado do item (b). Quais sdo os polinémios
definidos por este peso? Dica: compare os resultados com o Exc. 11.
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